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研究背景



 AI4math的两种形式：形式化与自然语言

 形式化数学

 将数学理论、概念和证明以严格的形式语
言和符号系统进行表达的方法

 形式化数学优点：易于验证

 形式化数学发展面临的问题：数据不足

 大规模获取形式化数据的途径：

 自动形式化

 合成数据

AI4math与形式化数学



 由大语言模型和符号推理引擎（DDAR）组成的几何求解器

 核心架构：DDAR + 大语言模型构造辅助点

 能力：解决国际奥林匹克数学竞赛（IMO）平面几何题

30题中的25题,达到了银牌水平。

AlphaGeometry



Input

OutputAlphaGeometry

a b c = triangle a b c; 

d = midpoint d b c; 

e = on_circle e d b, on_line e a b; 

f = on_circle f d b, on_line f a c; 

g = angle_bisector g b a c, angle_bisector 

g e d f; 

h = circle h b e g; 

i = circle i c f g; 

j = on_circle j h g, on_circle j i g; 

k = on_line k e f, on_bline k f e ? 

coll j b c

Auxiliary Constructions:

K : Points 

F,K,E are collinear KF = KE 

---------------------

Proof steps:

1. IC = IF IF = IG & IJ = IG ⇒  C,F,J,G are concyclic 

2. C,F,J,G are concyclic ⇒  ∠CFG = ∠CJG 

3. DE = DB ⇒  ∠DBF = ∠BED

4. DB = DC & DF = DB & DE = DB ⇒  C,F,B,E are concyclic 

5. DB = DC & DF = DB & DE = DB [02] ⇒  D is the 

circumcenter of CFE 

6. C,F,B,E are concyclic ⇒  ∠CFE = ∠CBE. 

……

35. ∠BJG = ∠CJG ⇒  BJ ∥ CJ 

36. BJ ∥ CJ  ⇒  C,B,J are collinear



限制性形式化语言

构造性形式化语言AlphaGeometry形式化语言

a b c = triangle a b c; 

d = midpoint d b c; 

e = on_circle e d b, on_line e a b; 

j = on_circle j h g, on_circle j i g; 



工作基础：数据集介绍

 sr_geometry

 类型：通过AlphaGeometry的机器合成数据

 格式：限制性形式化语言

 数量：6.9万条形式化几何命题

 Numina_Math

 类型：开源自然语言数学题的数据集

 格式：自然语言

 数量：2.5万道几何证明题



 自然语言：

核心工作：平面几何的语言转换

perp p a o a; 

perp p b o b;

cong o a o b; 

coll p c d; 

cong o c o d; 

cong o c o a; 

coll c d e; 

cong c o o e; 

coll a f c; 

coll e f b ? 

eqangle a d c d c d d f

 限制性形式化语言：  构造性形式化语言：

o = free o; 

c = free c; 

p = free p; 

a = on_dia a p o, on_circle a o c;

e = on_line e c o, on_circle e o c; 

b = on_dia b p o; 

d = on_line d p c, on_circle d o c; 

f = on_line f a c, on_line f e b ? 

eqangle a d c d c d d f

 图形：








两种形式化语言之间的相互转化



形式化语言的相互转化：算法

构造性形式化语言的语法要求：
1. 每个未知点至多有两个条件限制。 

2. 每个未知点的参数点都在前面命题中出现过。

翻译策略：删点法
在sr_geometry上的翻译成功率：pass@100：94.3%

perp p a o a; 

perp p b o b;

coll c d e; 

cong o a o b; 

coll p c d; 

coll a f c; 

cong o c o d; 

cong o c o a; 

cong c o o e; 

coll e f b;

e = on_line e c o, 

on_circle e o c; 

f = on_line f a c, 

on_line f e b

perp p a o a; 

perp p b o b;

coll c d e; 

cong o a o b; 

coll p c d; 

cong o c o d; 

cong o c o a; 

cong c o o e; 

perp p a o a; 

perp p b o b;

cong o a o b; 

coll p c d; 

cong o c o d; 

cong o c o a; 

f = on_line f a 

c, on_line f e b

o = free o; 

c = free c; 

p = free p; 

a = on_dia a p o, on_circle a o c;

b = on_dia b p o; 

d = on_line d p c, on_circle d o c;

e = on_line e c o, on_circle e o c; 

f = on_line f a c, on_line f e b ? 

…



形式化语言的自动绘图



方法：

 Step1. 在平面上初始选取随机自由点

 Step2. 依照形式化语言顺序依次构造：

  Case1在直线上随机选取一个点

  Case II 在圆上随机选取一个点

  Case III 取两条直线的交点

  Case IV 随机选取圆和直线的某个交点

  Case V 随机选取圆和圆的某个交点

 Step3. 判断画出的图是否满足题目的结论，如果不满足，回溯并重复Step2

构造性形式化语言的自动绘图



 从合成数据集sr_geometry转化得到的构造性形式化语言选取 200 条长度最长的题目进行绘图

 123 道题目 (61.5%)在10次尝试内成功画出了几何图形

构造性形式化语言的自动绘图

其中，72%的题目能清晰地反映几何结构： 28%的题目虽然数值正确，但不美观：



自然语言的自动形式化

o = free o; 

c = free c; 

p = free p; 

a = on_dia a p o, on_circle a o c;

e = on_line e c o, on_circle e o c; 

b = on_dia b p o; 

d = on_line d p c, on_circle d o 

c; 

f = on_line f a c, on_line f e b ? 

eqangle a d c d c d d f



自动形式化

 使用提示词工程（prompt engineering）调用大语言模型（本实验中为GPT-o1）
的API来完成形式化任务

 问题：

 1. 如何自动判断翻译的结果是否正确？

 2. 如何设计好的提示词？



语法检验

 目的：检验大语言模型输出是否符合构造性
形式化语言的规范。

 方法：字符串模式匹配，识别。

 例子：

自动形式化：验证管线

Input:

o = free o; 

c = free; 

p = free p; 

a = on_dia a p, on_circle a o c;

e = on_line e c o, on_circle e o c; 

b = on_dia b p o; 

d = on_line d p c; on_circle d o c; 

f = on_line f a c, on_line f e b ? 

eqangle a d c d c d d f

Output：
“c = free”  miss 

parameter.

“a = on_dia a p” miss 

parameter.

“on_circle d o c” cannot 

find a point.



数值检验

 目的：判断是否存在一个几何图形，所有点满足
构造性形式化语言输入的条件，同时满足结论。

 方法：自动绘图系统,重复100次

 例子：

自动形式化：验证管线

Input:

o = free o; 

c = free c; 

p = free p; 

a = on_dia a p o, on_circle a o c;

e = on_line e c o, on_circle e o c; 

b = on_dia b p o; 

d = on_line d p c, on_circle d o c; 

f = on_line f a c, on_line f e b ? 

eqangle a d c d c d d f

Output：
Yes



语义检验

 目的：判断形式化语言和自然语言是否对齐。

 方法：使用提示词工程调用GPT-o1的API

 提示词：

自动形式化：验证管线



平面几何自动形式化基准测试 : IMO_100

 来源：历年IMO预选题

 方式：人工标注 + 三重检验

 格式：（自然语言几何命题+形式化定理）的配对

 数量：100题



提示词工程：背景与工作流程（参考：openAI提示词工程指南）



提示词工程：翻译规则



提示词工程：少样本提示



提示词工程：基于错误翻译案例的细节提示（Tips）



翻译样例数：

不同提示词翻译正确率比较（基准测试：IMO_100)



不同提示词翻译正确率比较（基准测试：IMO_100)

是否加入tips：



测试：不同数据集定量比较

 Numina_Geometry: 

 来源：Numina_Math的25000题

 数量：2720题

 格式：构造性形式化语言

 成功率：11%



 测试数据：Numina_Geometry的2720题

 测试环境：

 在16个核的CPU上并行，设定每道题的最长的搜索时间为5分钟

 测试结果：

 DD+AR解决了1444题，构造辅助点解决396题，总体解题成功率为67%

 在和本实验相同的计算资源上，AlphaGeometry解决了IMO_30中的18题，成功率为60%

 对比：在本实验750倍的计算资源上，AlphaGeometry解决了IMO_30中的25题

 结论：

 在低计算资源的限制下，AlphaGeometry寻找辅助点的能力并没有十分强大

 AlphaGeometry的能力会随着计算资源的增长而显著变强

Numina_Geometry数据集在AlphaGeometry上的测试



翻译案例分析：成功案例



翻译案例分析：数值错误



翻译错误案例：语法错误
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